
1" 2"



3" 4"



5" 6"



7" 8"



9" 10"



11" 12"



Bilder"Korridor"um"Teillinie,"in"welcher"das"globale"Minimum"liegen"kann"(da"wir"
bereits"zwei"Punkte"mit"Abstand"min{d1,d2}"gefunden"haben)"

13" 14"



15"

Wie"finden"wir"die"Punkte"mit"welchen"man"einen"Punkt"der"anderen"Seite"
vergleichen"muss?"SorPere"Punkte!"
"
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23" 24"



25" 26"



27" 28"



29" 30"



31" 32"



33" 34"



35"

Konvexe"Hülle"liefert"auch"SorPerung"der"Kanten"nach"Winkel"
"

36"



37"

Verschiebe"Kanten"in"Ursprung"
"

38"



39" 40"



Betrachte"nur"noch"gegenüberliegende"Sektoren"
"
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67" 68"
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77" 78"
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81" 82"



83" 84"



85" 86"



87"

Gewünscht:"GraphZDatenstruktur,"in"der"jeder"Punkt"mit"seinen"(geometrischen)"
Nachbarn"verbunden"ist."Dann"ist"die"Suche"
an"sich"wenig"komplex."Nur"der"Au_au"des"Graphen"ist"etwas"schwieriger."

88"



Jeder"Punkt"soll"InformaPonen"darüber"haben,"was"seine"Nachbarn"sind."
Beispiel:"Funkmasten."Für"jeden"Punkt"in"der"Ebene"will"man"wissen,"welcher"der"
geometrisch"nächste"Funkmast"ist,"
weil"dieser"lokal"die"größte"Feldstärke"hat."

89" 90"



91"

Bilde"Gerade"zu"jedem"anderen"Punkt."

92"



Die"Senkrechte"teilt"den"Raum"in"zwei"Halbräume,"für"die"gilt:"
Alle"Punkte"oberhalb"der"Geraden"sind"näher"am"oberen"Punkt"(rot)"
und"alle"Punkte"unterhalb"dieser"Geraden"sind"näher"zum"unteren"Punkt."

93"

Diese"Halbräume"bilden"wir"für"alle"möglichen"Punkte."

94"



Das"VoronoiZGebiet"für"den"roten"Punkt"ist"dann"die"Schnihmenge"aller"Halbräume"
der"adjazenten"Punkte."
Da"ein"Halbraum"immer"konvex"ist,"ist"der"Schnih"zweier"Halbräume"auch"konvex."
Daraus"folgt,"dass"eine"
VoronoiZZelle"(ZGebiet)"immer"konvex"ist."
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97" 98"



99" 100"



101" 102"



103"

Die"Menge"aller"VoronoiZZellen"(VoronoiZDiagramm)."Nun"kann"man"schnell"
besPmmen,"zu"welchem"der"orangenen"Punkte"ein"beliebiger"
Punkt"in"dieser"Ebene"am"nächsten"ist."

104"



105" 106"



An"den"Eckpunkten"des"Diagramms"schneiden"sich"immer"genau"drei"Kanten."Diese"
Eckpunkte"
bilden"den"Mihelpunkt"eines"Kreises,"auf"dem"die"drei"umgebenen"(orangenen)"
Punkte"liegen."Es"gibt"den"Spezialfall,"in"dem"ein"solcher"
Eckpunkt"Valenz"vier"hat."In"diesem"Fall"liegen"alle"vier"umgebenen"Punkte"auf"einem"
Kreis"mit"dem"Eckpunkt"als"Mihelpunkt."
"
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109" 110"
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113" 114"



Die"DelaunayZTriangulierung"wird"gebildet,"in"dem"je"zwei"benachbarte"Punkte"durch"
eine"
Kante"verbunden"werden."Diese"Triangulierung"und"das"VoronoiZDiagramm"sind"
dementsprechend"dual"zueinander."

115" 116"



117" 118"



Diese"Kreise"(die"je"drei"Punkte"schneiden)"enthalten"keinen"weiteren"orangenen"
Punkt."

119" 120"



121" 122"



Kreis,"der"drei"Punkte"schneidet,"enthält"einen"weiteren"Punkt"im"Inneren."=>"
DelaunayZEigenscham"nicht"erfüllt."
Reparieren"durch"EdgeZFlip."

123"

Nun"ist"die"DelaunayZEigenscham"wieder"erfüllt."

124"



Kreisschar,"die"zwei"Punkte"schneidet"und"monoton"größer"wird"zu"beiden"Seiten."

125"

Man"fügt"drei"Hilfspunkte"außerhalb"der"Punktwolke"ein,"so"dass"sie"ein"Dreieck"
bilden,"das"alle"Punkte"der"Punktwolke"enthält."
Dann"wird"inkrementell"unterteil..."
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127" 128"



129" 130"



Es"wird"für"jedes"neu"hinzugekommene"Dreieck"geprüm,"ob"DelaunayZEigenscham"
erfüllt"ist."Hier"ist"sie"erfüllt."

131"

Hier"nicht."

132"



Die"orangene"Kante"muss"geflippt"werden."

133"

DelaunayZEigenscham"wiederhergestellt."

134"



135" 136"



D.ZEig."wieder"verletzt."KantenZFlip."

137"

Und"so"weiter..."

138"



139" 140"



141" 142"



143" 144"



Jeder"Punkt,"der"hinzugefügt"wird,"hat"die"Valenz"drei,"da"er"immer"im"Inneren"eines"
Dreiecks"hinzugefügt"wird."
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147" 148"



149" 150"



151" 152"



Am"Ende"schmeißt"man"die"drei"Hilfspunkte"inkl."inzidenter"Kanten"wieder"weg"und"
ist"ferPg"mit"der"DelaunayZTriangulierung."
Man"könnte"mit"Hilfe"dieses"Algorithmus"auch"abschätzen,"wieviele"Dreiecke"eine"
Punktwolke,"die"1"Mio."VerPces"enthält,"
beinhaltet."Für"jeden"Vertex,"den"wir"neu"hinzufügen,"werden"zwei"neue"Dreiecke"
dem"Graphen"hinzugefügt."Daraus"
ergibt"sich,"dass"die"Anzahl"der"Dreiecke"in"einem"Dreiecksnetz"ungefähr"doppelt"so"
groß"ist,"wie"die"Anzahl"der"
VerPces."

153"

k"konstant"und"unabhängig"von"der"Komplexität"des"Netzes."

154"



Leider"trotzdem"ein"Gesamtaufwand"von"O(n^2),"da"für"jeden"Punkt"sein"zugehöriges"
Dreieck"gesucht"werden"muss."
Dies"können"wir"noch"beschleunigen."
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157" 158"



159" 160"



161"

k"="maximale"Valenz"im"Graphen"(i.d.R."beschränkt"durch"konstante"Zahl)."
Der"unten"stehende"QuoPent"besagt,"dass"die"Anzahl"der"Dreiecke"im"Graphen"streng"
monoton"wächst."

162"



163" 164"
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167"

Bilde"Baum"mit"Mapping"von"allen"Dreiecken"auf"das"übergeordnete"Dreieck"der"
jeweils"gröberen"Triangulierung."
Das"große"Hilfsdreieck"vom"Anfang"bildet"dabei"die"Wurzel."
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